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Santrauka. Lošimo kauliukas nuo pat tikimybi ↪u teorijos atsiradimo yra viena iš pagrindini ↪u tikimybi ↪u
teorijos s ↪avok ↪u demonstravimo priemoni ↪u. Sraipsnyje apžvelgiamos tikimybi ↪u teorijos s ↪avokos Tikimy-
bine˙ erdve˙, ↪Ivykis ir jo tikimybe˙, ↪Ivyki ↪u priklausomumas, Atsitiktinis dydis ir j ↪u iliustravimo panaudojant
lošimo kauliuk ↪a galimybe˙s, pateikiama pavyzdži ↪u.
Raktiniai žodžiai: atsitiktinis dydis, ↪ivykis, ↪ivyki ↪u priklausomumas, lošimo kauliukas, tikimybe˙.
Taisyklingas šešiasienis lošimo kauliukas žmonijai žinomas labai seniai – Irako te-
ritorijoje rastas toks kauliukas, pagamintas net prieš 3000 m. pr. Kr.
↪
I Europ
↪
a lošimo
kauliukas ate˙jo ve˙liau – juo buvo lošiama Senove˙s Egipte, ve˙liau Graikijoje ir Romos
Imperijoje. Apie lošimus kauliuku rašoma ir pirmosiose tikimybi ↪u teorijos (kalbant
šiuolaikiškai) knygose ir straipsniuose (Girolamo Cardano „De Ludo Alcae”, Galileo
Galile˙jus „Sopra le Scoperte dei Dadi” , Luca Paciolis „Suma”). Taigi lošimo kauliuku
lošiama labai seniai. Kuris lošiantysis išloš, o kuris praloš, lemia atitinkamos sienele˙s
atsivertimas metus kauliuk
↪
a. O kuria sienele jis atsivers, niekas iš anksto nežino –
aišku tik, kad viena iš šeši
↪
u. Žinoma, loše˙jas nore˙t
↪
u
↪
ivertinti savo galimybes laime˙ti.
Šioms problemoms tyrine˙ti ir buvo skirtos pirmosios knygos, kurios pasitarnavo naujos
mokslo šakos – tikimybi
↪
u teorijos – atsiradimui.
Pažvelgus
↪
i gili
↪
a istorin
↪
e lošimo kauliuko praeit
↪
i, bu¯t
↪
u galima sakyti, kad lošimo
kauliukas jau pabod
↪
es. Tacˇiau ir de˙stant šiuolaikin
↪
e tikimybi
↪
u teorij
↪
a, lošimo kauliukas
lieka labai tinkamas iliustracinis instrumentas. Juo galima pademonstruoti daugel
↪
i ti-
kimybi ↪u teorijos s ↪avok ↪u – faktiškai išde˙styti tikimybi ↪u teorijos pagrindus. Tikriausiai
nerastume vadove˙lio, kuriame bent kart
↪
a nebu¯t
↪
u panaudotas lošimo kauliukas – ar de-
monstruojant tikimybin
↪
e erdv
↪
e, ar konstruojant atsitiktinius dydžius, ar skaicˇiuojant
kartojam ↪u bandym ↪u ↪ivyki ↪u tikimybes ir pan.
Puikus „sen
↪
u” fundamentali
↪
u dalyk
↪
u išlikimo pavyzdys yra Euklido (IV a. pr. Kr.)
geometrija, kuri dave˙ ir duoda daug medžiagos dabartine˙s geometrijos mokslui ir išliko
beveik nepakitusi iki ši ↪u dien ↪u.
Panagrine˙kime lošimo kauliuko taikymo galimybes iliustruojant tikimybi
↪
u teorijos
s
↪
avokas.
Kiekvienas atsitiktinis
↪
ivykis gali
↪
ivykti arba ne
↪
ivykti tik esant tam tikroms
s
↪
alygoms. Ši
↪
u s
↪
alyg
↪
u kompleksas vadinamas bandymu, kuriame stebime tiriam
↪
aj
↪
i
↪
ivyk
↪
i. Kalbant apie tai, natu¯ralu pateikti paprascˇiausi
↪
a – monetos metimo – pavyzd
↪
i,
tacˇiau cˇia lošimo kauliuko metimas tikt
↪
u labiau – kaip bandymas su didesniu galim
↪
u
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rezultat
↪
u (baigcˇi
↪
u) skaicˇiumi. Kai konstruojame bandymo matematin
↪
i model
↪
i –
baigtin
↪
e tikimybin
↪
e erdv
↪
e – lošimo kauliuko metimo bandymo baigcˇi
↪
u aibe˙  =
{ω1;ω2;ω3;ω4;ω5;ω6; } yra gana plati ir tode˙l patogi sudarant su bandymu susi-
jusius
↪
ivykius. Galime kalbe˙ti apie baigtis, palankias, pavyzdžiui,
↪
ivykiui „atsivers
lyginis akucˇi
↪
u skaicˇius” ar
↪
ivykiui „atsivers ne mažiau kaip 5 akute˙s” ir pan. Šiuo
bandymu patogu pademonstruoti
↪
ivykio formalizavimo proces
↪
a, – kaip
↪
ivykis sutapa-
tinamas su šiam
↪
ivykiui palanki ↪u baigcˇi ↪u aibe, taip pat lengvai demonstruojami veiks-
mai su
↪
ivykiais, bu¯tinasis ir negalimasis
↪
ivykiai, nesunkiai apskaicˇiuojama kiek iš viso
↪
ivyki ↪u galime sudaryti. ↪Ivykius, sudarytus iš vienos baigties, E1 = {ω1}, E2 = {ω2},
..., E6 = {ω6} pavadin ↪e elementariaisiais ↪ivykiais, matome, kad kiekvienas ↪ivykis yra
tam tikr
↪
u elementari
↪
uj
↪
u
↪
ivyki
↪
u s
↪
ajunga. Šiame bandyme visai nesude˙tinga pateikti
dviej
↪
u nesutaikom
↪
u ar trij
↪
u poromis nesutaikom
↪
u
↪
ivyki
↪
u pavyzdži
↪
u. Toki
↪
u galimybi
↪
u
neturime nagrine˙dami monetos metim
↪
a.
Lošimo kauliuko vieno metimo
↪
ivyki ↪u tikimybe˙s pagal klasikin↪i tikimybe˙s api-
bre˙žim
↪
a apskaicˇiuojamos labai lengvai. Tokie pavyzdžiai, mokant
↪
ivyki
↪
u tikimybi
↪
u
skaicˇiavimo, akcentuoja, kad klasikinis apibre˙žimas taikomas tik vienodai galim ↪u
baigcˇi
↪
u atveju, kas šiame bandyme akivaizdu. Nagrine˙jant du ar daugiau lošimo
kauliuko metim
↪
u, turime galimyb
↪
e pademonstruoti sude˙tingesn
↪
e baigcˇi
↪
u aib
↪
e bei iš
toki
↪
u baigcˇi
↪
u sudarytus sude˙tingesnius
↪
ivykius, kuri
↪
u tikimybes galima apskaicˇiuoti
tiek pagal klasikin
↪
i apibre˙žim
↪
a, tiek naudojant kitas formules.
Pateiksime vien
↪
a uždavin
↪
i iš [3] knygos. Metami 6n taisykling
↪
u lošimo kauliuk
↪
u.
Apskaicˇiuokime tikimyb
↪
e, kad kiekvienas akucˇi
↪
u skaicˇius (1, 2, 3, 4, 5 ir 6) atsivers
lygiai po n kart ↪u (↪ivykis A).
Tai puikus klasikinio tikimybe˙s apibre˙žimo taikymo pavyzdys. Vienodai galim
↪
u
baigcˇi ↪u iš viso yra 66n. Kadangi palanki ↪u nagrine˙jamam ↪ivykiui baigcˇi ↪u skaicˇius lygus
Cn6n · Cn5n · Cn4n · Cn3n · Cn2n =
(6n)!
n!(5n)! ·
(5n)!
n!(4n)! ·
(4n)!
n!(3n)! ·
(3n)!
n!(2n)! ·
(2n)!
n!(n)! =
(6n)!
(n!)6 ,
tai jo tikimybe˙ yra
P (A)= (6n)!
(n!)6 66n .
Kita vertus, ir su lošimo kauliuko metimo
↪
ivyki
↪
u tikimybi
↪
u skaicˇiavimu ne iš karto
viskas buvo aišku.
Pavyzdžiui, vienas iš lošimo kauliuko paradoks
↪
u [4] yra toks. Kai metami du vieno-
di taisyklingi kauliukai, tai abiej
↪
u kauliuk
↪
u atsivertusi
↪
u akucˇi
↪
u sumos 9 ir 10 gaunamos
dviem bu¯dais 9 = 3 + 6 = 4 + 5 ir 10 = 4 + 6 = 5 + 5, tacˇiau sumos 9 pasirodymo
tikimybe˙ yra didesne˙, negu 10 pasirodymo: 436 >
3
36 . Kai metami trys kauliukai, tai
sumos 9 ir 10 gaunamos šešiais bu¯dais 9 = 1 + 2 + 6 = 1 + 3 + 5 = 1 + 4 + 4 =
2+3+4 = 2+2+5 = 3+3+3 ir 10 = 1+3+6 = 2+3+5 = 3+3+4 = 1+4+5 =
2+4+4 = 2+2+6, tacˇiau dabar jau 10 pasirodymo tikimybe˙ yra didesne˙: 25216 < 27216 .
Dabartiniais laikais šis pastebe˙jimas ne˙ra joks paradoksas – užtenka pritaikyti klasikin
↪
i
tikimybe˙s apibre˙žim
↪
a (prieš tai
↪
ide˙miai suskaicˇiavus, kiek yra iš viso vienodai galim
↪
u
baigcˇi
↪
u ir kiek yra palanki
↪
u nagrine˙jamiems
↪
ivykiams).
Lošimo kauliukas ir tikimybe˙s 127
Nore˙dami pademonstruoti s
↪
alygin
↪
e
↪
ivykio tikimyb
↪
e, nepriklausomus ir priklauso-
mus
↪
ivykius, paprastai nagrine˙jame dviej ↪u skirting ↪u spalv ↪u lošimo kauliuk ↪u (pavyz-
džiui, balto ir juodo) metim
↪
a, turint
↪
i 36 vienodai galimas baigtis.
Tegu A yra
↪
ivykis, kad baltasis kauliukas atsivers šešiomis akute˙mis, o B – kad
juodasis atsivers penkiomis arba šešiomis akute˙mis. Tuomet P (A)= 636 = 16 , P (B) =
12
36 = 13 , o P (A∩B)= 236 = 118 = 16 · 13 = P (A) ·P (B). Taigi A ir B yra nepriklausomi
↪
ivykiai.
Norint pailiustruoti
↪
ivykio s
↪
alygin
↪
e tikimyb
↪
e ir tikimybi
↪
u daugybos formul
↪
e pri-
klausomiems
↪
ivykiams, baltojo ir juodojo kauliuko metime galima nagrine˙ti
↪
ivyk
↪
i C,
kad atsivertusi ↪u akucˇi ↪u suma lygi 5, ir D – kad juodasis kauliukas atsiverte˙ lyginiu
akucˇi
↪
u skaicˇiumi. Tuomet P (C) = 436 = 19 , P (C ∩ D) = 236 = 118 , s ↪alygine˙ tikimybe˙
P (D|C) = 24 = 12 ir P (C ∩D) = 118 = 19 · 12 = P (C) · P (D|C).
Atkreipkime de˙mes
↪
i, kad pastar
↪
asias s
↪
avokas galima pademonstruoti ir vieno
kauliuko metimo
↪
ivykiais. Tegu A = {ω1;ω2;ω3}, B = {ω2;ω3;ω4;ω5}. Tuomet
A ∩ B = {ω2;ω3}. Apskaicˇiuokime ši ↪u ↪ivyki ↪u tikimybes: P (A) = 12 , P (B) = 23 ,
P (A ∩ B) = 13 = 12 · 23 = P (A) · P (B). Vadinasi, ↪ivykiai A ir B yra nepriklausomi.
Tacˇiau to paties bandymo
↪
ivykiai C = {ω2;ω3;ω4} ir D = {ω3;ω4;ω5} yra priklauso-
mi, nes P (C ∩ D) = 13 = 12 · 23 = P (C) · P (D|C). ˇCia P (D|C) yra s ↪alygine˙ tikimybe˙
↪
ivykti D, kai žinoma, jog C
↪
ivyk
↪
es. ↪Ivykio C ↪ivykimas šiuo atveju laikomas tam
tikros papildomos informacijos suteikimu skaicˇiuojant
↪
ivykio D tikimyb
↪
e (
↪
ivykio D
„bes
↪
alygine˙” tikimybe˙ yra 12 ).
Atsitiktinis dydis yra funkcija, apibre˙žta baigcˇi
↪
u aibe˙je. Lošimo kauliuko vieno
metimo baigcˇi
↪
u aibe˙s elementams lengva priskirti
↪
ivairias reali
↪
asias reikšmes ir tuo
pacˇiu sukonstruoti
↪
ivairius atsitiktinius dydžius, susietus su lošimo kauliuko metimu.
Paprascˇiausia tokia funkcija, žinoma, yra f (ωi) = i, i = 1,2, . . .6, baigtims priski-
rianti skaicˇius ant atsivertusios kauliuko sienele˙s.
Jeigu lošimo kauliuk
↪
a mesime n kart
↪
u, tai ture˙sime patogi
↪
a nepriklausom
↪
u ban-
dym ↪u (Bernulio bandym ↪u) sek ↪a. Stebe˙dami kur↪i nors ↪ivyk↪i (pavyzdžiui, šešiuke˙s at-
sivertim
↪
a), galime
↪
ivesti binomin
↪
i atsitiktin
↪
i dyd
↪
i.
Taigi, lošimo kauliuko metimai iki šiol yra neišsemiama pavyzdži ↪u ir iliustracij ↪u
aibe˙. Jais galima pademonstruoti tikimybi
↪
u teorijos s
↪
avokas,
↪
ivairius tikimybi
↪
u teori-
jos teiginius, sukonstruoti daugyb
↪
e uždavini
↪
u
↪
ivairiomis tikimybi
↪
u teorijos temomis.
Vadinasi, dar ne laikas atsisakyti šios puikios tikimybine˙s priemone˙s.
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SUMMARY
E. Stankus. Dice and probabilities
From the very birth of probability theory, the dice is one of the main means used to demonstrate the
concepts of probability theory. In this article the illustration of various concepts of probability theory by
experiments of rolling the dice is being investigated.
Keywords: dependence of events, dice, event, probability, random variable.
